
一階正合微分方程(Exact differential equation) 

定義 

𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝑐     且為連續函數 

則滿足𝑑𝐹 =
𝜕𝐹

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝐹

𝜕𝑦
𝑑𝑦 = 𝑀(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑁(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = 0        

其中
𝜕2𝐹

𝜕𝑦𝜕𝑥
=

𝜕2𝐹

𝜕𝑥𝜕𝑦
    → 即

𝜕𝑀

𝜕𝑦
=

𝜕𝑁

𝜕𝑥
 

 

解法 

由於𝑀(𝑥, 𝑦) =
𝜕𝐹

𝜕𝑥
       → 𝐹 = ∫ 𝑀(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 + 𝑝(𝑦)   𝑝(𝑦)在此積分視同常數 

𝜕𝐹

𝜕𝑦
= 𝑁(𝑥, 𝑦) =

𝜕

𝜕𝑦
∫ 𝑀(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 + 𝑝′(𝑦)     → 𝑝′(𝑦) = 𝑁(𝑥, 𝑦) −

𝜕

𝜕𝑦
∫ 𝑀(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 

𝑝(𝑦) = ∫ [𝑁(𝑥, 𝑦) −
𝜕

𝜕𝑦
∫ 𝑀(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥] 𝑑𝑦 

∴ 𝐹(𝑥, 𝑦) = ∫ 𝑀(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 + ∫ [𝑁(𝑥, 𝑦) −
𝜕

𝜕𝑦
∫ 𝑀(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥] 𝑑𝑦 

則 ∫ 𝑀(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 + ∫ [𝑁(𝑥, 𝑦) −
𝜕

𝜕𝑦
∫ 𝑀(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥] 𝑑𝑦 = 𝑐   即為其解 

 

例題 

𝟏. (𝒚𝟐𝒆𝒙𝒚𝟐
+ 𝟐𝒙𝟐)𝒅𝒙 + (𝟐𝒙𝒚𝒆𝒙𝒚𝟐

− 𝒚)𝒅𝒚 = 𝟎 

解: 

𝑀(𝑥, 𝑦) = 𝑦2𝑒𝑥𝑦2
+ 2𝑥2        

𝜕𝑀

𝜕𝑦
= 2𝑦𝑒𝑥𝑦2

+ 2𝑥𝑦3𝑒𝑥𝑦2
 

𝑁(𝑥, 𝑦) = 2𝑥𝑦𝑒𝑥𝑦2
− 𝑦         

𝜕𝑁

𝜕𝑥
= 2𝑦𝑒𝑥𝑦2

+ 2𝑥𝑦3𝑒𝑥𝑦2
 

𝜕𝑀

𝜕𝑦
=  

𝜕𝑁

𝜕𝑥
       為正合微分方程 

∫ 𝑦2𝑒𝑥𝑦2
+ 2𝑥2𝑑𝑥 + ∫ [2𝑥𝑦𝑒𝑥𝑦2

− 𝑦 −
𝜕

𝜕𝑦
∫ 𝑦2𝑒𝑥𝑦2

+ 2𝑥2𝑑𝑥 ] 𝑑𝑦 = 𝑐 

→ 𝑒𝑥𝑦2
+

2

3
𝑥3 + ∫ 2𝑥𝑦𝑒𝑥𝑦2

− 𝑦 − 2𝑥𝑦𝑒𝑥𝑦2
𝑑𝑦 = 𝑐 

→ 𝑒𝑥𝑦2
+

2

3
𝑥3 −

𝑦2

2
= 𝑐 

 

請見下一頁 



𝟐. (𝟐𝒙 + 𝒚)𝒅𝒙 + (𝒙 + 𝒚)𝒅𝒚 = 𝟎 

解: 

𝑀(𝑥, 𝑦) = 2𝑥 + 𝑦     
𝜕𝑀

𝜕𝑦
= 1 

𝑁(𝑥, 𝑦) = 𝑥 + 𝑦        
𝜕𝑁

𝜕𝑥
= 1 

→ ∫(2𝑥 + 𝑦)𝑑𝑥 + ∫[𝑥 + 𝑦 −
𝜕

𝜕𝑦
∫(2𝑥 + 𝑦)𝑑𝑥]𝑑𝑦 = 𝑐 

→ 𝑥2 + 𝑥𝑦 + ∫ 𝑥 + 𝑦 − 𝑥 𝑑𝑦 = 𝑐 

→ 𝑥2 + 𝑥𝑦 +
𝑦2

2
= 𝑐 

 

習題 

1. (𝑒𝑥 + 𝑦2)𝑑𝑥 + (2𝑥𝑦 + 𝑒𝑦)𝑑𝑦 = 0 

2. (𝑥2 + 𝑦𝑠𝑖𝑛𝑥)𝑑𝑥 + (𝑦 − 𝑐𝑜𝑠𝑥)𝑑𝑦 = 0 

3. (𝑥 + 𝑦𝑐𝑜𝑠𝑥)𝑑𝑥 + 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑦 = 0 

4. (𝑥𝑠𝑖𝑛𝑦 + 𝑒𝑥)𝑑𝑥 + (
𝑥2

2
𝑐𝑜𝑠𝑦 + 𝑦) 𝑑𝑦 = 0 

5. 𝑦 = (𝑦2 − 𝑥)𝑦′ 

 

筆記欄 


